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DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DU  THÉORËMH  SUR 
LA  DISTRIBUTION  DES  NOMBRES  PREMIERS. 

Déjà  dans  sa  Jeunesse  Gauss  conjecturait  la  for- 

X-»oo        ^ 

OÙ  ^ (x)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  £  x 
et  où  l«g  X  désigne  le  logarithme  népérien  de  x. 
Jusqu'en  1896^  donc  à  peu  près  pendant  un  siècle, 
cette  proposition  n'a  pas  été  démontrée  et  à  ce 
moment  elle  le  fut  par  M. M.  De  la  Vallée-Poussin 
et  Hadamard.  C'est  seulement  en  19^8  qu'une  démon- 
stration élémentaire  a  été  trouvée  par  M. M.  A.Sel- 
berg  et  P.ErdOs.  Leur  démonstration  est  la  seule 
jusqu'à  présent  dans  laquelle  la  théorie  des  fonc- 
tions de  variables  complexes  ou  réelles  n'est  pas 
employée.  ' 

Le  30  octobre  1948  M.  P.ErdOs  a  fait  à  Amster- 
dam une  conférence  sur  ce  sujet  pour  la  "Wiskundig 
Genootschap" .  A  propos  de  cette  conférence  et  de 
celles,  faites  par  M.  Erdc5s  au  Centre  Mathématique, 
M.  van  der  Ccrput  a  pris  les  notes  suivantes.  Les 
pensées  exprimées  dans  ces  notes  sont  dues  à  M. M. 
Selberg  et  Erd6s,  mais  c'est  M. van  der  Corput, 
qui  est  principalement  responsable  de  la  forme. 

Pour  comprendre  le  raisonnement  suivant,  le  lec- 
teur doit  savoir  ce  qu'est  une  plus  grande  ^^  une 
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plus  petite  limite  et  ce  qu'est  un  logarithme  népé- 
rien et  il  doit  connaître  les  éléments  de  la  théorie 
des  séries.  Plus  précisément,  il  doit  savoir  qu'il 
existe  une  constante  positive  r  telle  que  le  produit 

if{n  log  (1  +  ^)  -  1} 

est  borné  pour  tous  les  nombres  naturels  n.  Cela  est 
évident.  En  effet,  r  =  1  suffit,  puisque  n  log(l  +  —) 

^  X     1  ^ 

est  égal  à  —,  à  un  terme  près  de  l'ordre  de  grandeur 

i  . 

n*  '  * 

Dans  la  théorie  des  nombres  nous  sommes habitues 

de  considérer,  non  pas  la  fonction  7r(x)  qui  n'est 

pas  maniable,  mais  la  fonction 

.-^(x)  ==   2II_  log  p, 

qui  est  beaucoup  plus  facile  à  traiter;  cette  somme 
est  étendue  aux  nombres  premiers  p  <  x.  Il  est  suf- 
fisant de  démontrer  que  ^  \^'    tend  vers  1,  si  x 
croît  indéfiniment.  En  effet,  ^(x)  S  TT {yC)    log  x 
et  on  a  pour  1  <  y  ^  x  ^   . 

//(x)   -  ys77(x)   -7r(y)<    T3hr{-^(x)    -^(y)}<  ^ 

donc 

(  1  )  ^yIjsI  :$.  ^(x)    log  X  <  y  log  X        log  x       ^(x) 

X         X     ~    X      log  y  •   X 

Choisissons  y  =  x,  où  le  nombre  p  <  \   dépendant  de 
X  tend  vers  1  de  manière  assez  lente  pour  que 
-.f  ^'   tende  vers  zéro^  si  x  croît  indéfiniment. 

X    ' 

Alors  les  membres  extrêmes  de  (1),  donc  aussi 

TT  (i^\    log  x,,T„       X     ,        -, 
— ^ — '■ —  tend  vers  1.  Par  conséquent,  pour  la 
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démonstration  du  théorème  concernant  la  distribution 
des  nombres  premiers  11  suffit  de  démontrer  que 


cx 


-a. 


(il 


tend  vers  1^  si  x  croît  Indéfiniment. 


X 

La  démonstration  est  composée  de  deux  parties 
distinctes.  La  première  partie  est  consacrée^pres- 
que  exclusivement  à  la  démonstration  de  la  formule 
de  limite  démontrée  par  M.Selberg: 

^  +  FT-oë-x  Fff^'^'^-p-^  logp-.2pourx..^. 

Dans  la  seconde  partie  nous  déduirons  de  cette 
formule  le  théorème  fondamental  des  nombres  premiers. 

DÉI^0?TSTo.3.TIGN  DE  LA  FOP-MITLE  PB  SRirp^i^^po  ^ 

Tar  ycc  {m)    nous  désignons  la  fonction  de  Moblus^ 
qui  est  définie  de  la  manière  suivante: 

/^(l)  =  li 

,ycc{m)   —  Oj    si  m  est  divisible  par  un  carré  >  1 
et  dans  tous  les  autres  cas: 

ycc{m)   =  +  1  ou  -  ij  selon  que  le  nombre  des 
facteurs  premiers  de  m  est  pair  ou  impair. 
Donc 

yu{l)  =  1;  m{2)  =  -1;  /uO)  -  -1;  /a.{K)  =  0; 
/^(5)  =  -l;/x(6)  =  i;  Mil)  =  -li  /^(8)  =  0; 
yOL(9)    =  O;  ^  (IC)  =   Il  M   (11)  =  -ij  M  (12)  =  0; 

/^(13)  =  -1:  mA^^)   =  1;  ^(15)  =  1. 

La  fonction //.  (m)  de  M^bius  est  une  fonction 

multiplicative,  c'est-à-dire  on  a  /i^  (ab)  = 

=  /£-<:  (a)/:^  (b),  si  a  et  b  sont  des  nombres  naturels 

qui  sont  premiers  entre  eux.  Cette  assertion 
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résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  fonc- 
tion de  MObius . 
LEMME  1 ,  Pour  chaque  nombre  entier  h  è  0  la  fonction 

(où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  de 
m,  les  diviseurs  1  et  m  inclus)  est  égale  à  zéro, 
si  le  nombre  naturel  m  contient  plus  de  h  facteurs 
premiers  différents . 

REMARQUE :  Nous  emploierons  cette  proposition 
auxiliaire  seulement  pour  h=0,  h=leth=2. 
DÉMONSTRATION:  Pour  h  =  0  la  formule  s'écrit 

(2)  i^A(<i)  =  0 

pour  tout  entier  m  >  1  (la  somme  est  égale  à  1 
pour  m  =  1) .  Cette  formule  est  évidente.  En  effet, 
soit  m  =  p^^'  .  .  .p^^''  la  décomposition  de  m  en  fac- 
teurs premiers.  Puisque  /x(d)  =0  pour  chaque 
diviseur  éventuel  d  de  m  qui  est  divisible  par 
un  carré  >  1,  seulem.ent  2  =  1  +  (-,)  +  ...  (^) 
diviseurs  de  m  entrent  ici  en  considération  où 
(^)  =  C,  désignent  les  coefficients  du  binôme.  Sn 
premier  lieu  le  diviseur  d  =  1  avec  la  contribu- 
tion 1,  puis  les  (,)  diviseurs  P-|,-..jP  ,  chacun 
avec  la  contribution  -1,  ensuite  les  (p)  diviseurs 
P-iPp>  P-iPtc;»  •  •  •  ^P  _nP  >  chacun  avec  la  contribu- 
tion +lj  etc.,  de  sorte  que  la  contribution  totale 
est  égale  à 

1  -  (l)  +  (g)  -  ••■  ±  O    =  (1  -  !)"■  =  0- 
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Ainsi  l'assertion  est  démontrée  pour  h  =  0,  de 
sorte  que  nous  pouvons  supposer  que  h  est  ^  1  et 
que  la  démonstration  est  déjà  donnée  pour  h-1  au 
lieu  de  h.  Si  nous  posons  m  =  p^b,  où  o^  =  1  et  où 
l'entier  b  n'est  pas  divisible  par  le  nombre  premier 
p,  nous  obtenons 

(e^(m)  =  IIZ  /^(d)  log^d  = 
d/bp^ 

=  ZZ  A  (d-,d  )(log  d  +  log  d^)^ 
d-j^/b     -^  ^       ^  ^ 

h 


n=0    d-^/  b  d^/P 

n«Kj 
Puisque  m  contient  plus  de  h  facteurs  premiers  dif- 
férents ^  b  contient  plus  de  h-1  facteurs  premiers 
différents 5  de  sorte  que  d'après  notre  hypothèse  de 
récurrence  (£    (b)  =0  pour  n  =  0,  1^  ...,  h-1 .  Le 
terme  restant  (^,  (b)  (£  (p^)  s'annule^  puisque 
le  dernier  facteur  le  fait,  ainsi  Que  nous  U Savons  - 
déjà  démontré.  Donc  le  lemme  est  démontré. 
LEMr-IE  2:  Soit  x  >  0  et  posons 

A(d)  =/^(d)  log^  I  et  f(m)  -llx(d) 

^  d/m 

(ces  fonctions  dépendent  naturellement  aussi  de  x) . 

Alcrs  «n  a 
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f(l)  =  lOg^Xi 

f(p*^)  =  -  log^p  +  2(log  x)(log  p) 

(p  premier;  oc  =  i)  . 
f(p'^q>«)  =5  2(log  p)  (log  q)  (p  et  q  premiers  et  dif- 
férents; oc  ^  1;/S  ^  1)  . 

f(m)  =  Oj  si  m  contient  plus  de  deux  facteurs  premierj 
différents .  î 

DÉMONSTRATION:  La  dernière  assertion  suit  immédiate- 
ment du  lemme  précédent  (appliqué  avec  h  =  0,  h  =*  1 
et  h  =  2)  et  le  reste  est  évident. 

LEMME  3:  Pour  x  ^  2  le  quotient  ^^^  est  situé  entre 
deux  bornes  positives  fixes.  (Théorème  de  Tchebycheff 
1851-1852) . 

REMARQUE;  Pour  la  démonstration  de  la  relation  de  Sel 
berg  il  suffit  de  savoir  que  la  plus  grande  limite  de 
^^•^■^  est  finie.  J'ajoute  en  même  temps  la  démonstra- 
tion  que  la  plus  petite  limite  est  positive,  parce- 
que  celle-ci  présente  une  grande  ressemblance  avec  la 
première  et  que  ce  résultat  nous  servira  dans  l'appli 
cation  de  la  formule  de  Selberg. 

1.  Démontrons  d'abord  que  la  plus  grande  limite 
de  ^^   est  finie.  Considérons  l'entier  P=  ^t^^>  où 
ni  =  1  2  ...n.  Parceque  les  facteurs  premiers  p  >  n 
et  £  2n  figurent  dans  le  numérateur  et  non  dans  le  dé 
nominateur'  de  P,  le  produit  de  ces  nombres  premiers  ei 
un  division  de  P,  donc  au  plus  égal  à  (1  +  1)   =2 
Le  logarithme  népérien  de  ce  produit  est  égal  à 
-5>(2n)  -,'v'(n),  d'où  il  suit 

/^(2n)  -  .>(n)  è  log  2^^  =  2  n  log,  2.  ,, 
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Pour  X  =  2  (m  entier  ^  1)  on  obtient 

^^(x)  ={^(2^)  -^V(2^-l)}=.{a^{2^-^)  -^(2^-2)]+  ... 

<  (2""  +  2"""^  +  2^-"^  +  ...  +2)  log  2<2"'-^^  log  2  = 

=  2  X  log  2. 
Pour  2"^~  <  X  <  2*^  on  obtient  donc 
^(x)  ^  ^^(2^)  <  2^"^^  log  2  <  4x  log  2, 
de  sorte  qu'on  trouve  pour  chaque  nombre  x  >  1 


X 

2.  Démontrons  ensuite  que  la  plus  petite  limite 


^   <  4  log  2. 


^^m 


de  — ^^ — ^  est  positive. 

Le  système  1,2,...,  n  contient  f^J  multiples 
du  nombre  premier  p  (où  [u]  désigné  le  plus  grand 
entier  contenu  dans  u) ,  ensuite i—j  multiples  de  p  , 
etc.,  de  sorte  que  n'.  contient  précisément  j—  + 

r  n  ~  i-P- 

+  -- 1  +  ...  facteurs  p.  Par  conséquent  le  nombre  des 

LP  J 
facteurs  p  figurant  dans  P  est  précisément  égal  à 


Q  =7li^l  -  2Mi 


ou  la  somme  est  étendue  aux  nombres  naturels  oc  tels 
que  p^"  è  2nj  en  effet,  les  termes  suivants  s'annu 
lento  Par  conséquent  le  nombre  des  termes  de  Q  est 

<  \i2&   2nl 

=  Llog  p  J  '  _  ^ 

[2y]  -  2 [y]  est  une  fonction  de  y  de  période  1 

qui  s'annule  dans  l'intervalle  0  ^  y  <  1/2  et  qui 

prend  la  valeur  1  dans  l'intervalle  l/2  £  y  <  1.  Par 

conséquent  [2y]  -  2  [y]  est  toujours  il,  d'où  il 

suit  Q  <  j  -.  ^  ^    i ,  de  sorte  que  P  est  un  diviseur 
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de  1 ' entier  U  défini  par 


log  U  =  IZIZ  [^f]   log  p. 


p  a  2n  '1°S  P 


En  vertu  de 


P  -  (n+l)(n+2) ...(2n)  ^     n 
^  ~  1.   2  ...  n      ^  "^  ' 


on  obtient 

n  log  2  è  log  P  <  log  U  =  m  [4§|-|^1  log  p 

pè2n  "-l^ê  P  "' 

donc 

n  log  2  è  ?,        log  2n  +  2 log  p 

p  =  V2n  p  =  2n 

â   (log  2n)  \/2n  + /&'(2n) 

Ainsi  on  trouve 

^(2n)  ^  n  log  2  -  (log  2n)  V^2n  ^  l/2(n+l)  log  2, 
si  n  est  suffisamment  grand.  Si  x  est  suffisamment 
grand  et  si  nous  posons  2n<x<2n+2,  nous 
obtenons 

^{x)  ^-^  (2n)  ^  l/2(n+l)  log  2  >  1/4  x  log  2, 
d'où  il  suit  que  — ^^^  possède  pour  x  >  2  une 
borne  inférieure  positive . 

REMARQUE:  Le  raisonnement  précédent  conduit  encore 
à  une  autre  formule  dont  nous  n'aurons  pas  besoin 
pour  la  démonstration  de  la  formule  de  Selberg^ 
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mais  qui  nous  servira  dans  l'application  de  cette  for- 
mule. Nous  avons  constate  que  ni  contient  le  facteur 
premier  p  exactement  1—  +  j— )  +  ...  fols,  donc 

L  P  J      L  p'^  J 

.  .  .)  log  p. 


log  ni  =  !__('- 
p^n  ■ 


En  vertu  de 

rn^ 


pèn   ^P^ 


^1  + 

p-^J 


n 


.)  log  p<  2_  (~  + 

p^n  P 


n. 
p' 


..)  log  p 


-n  H 


log  p 


PiP-1) 


QTk   trouve  que  log  ni  est  approximativement  égal  à 
Ç-  l—i  log  p  et  que  leur  différence  est  au  plus  de 
l'ordre  de  n.  La  dernière  somme  est  approximative- 
ment égale  à  ^ --  log  p  et  la  différence 

<~  p 
p^n  ^ 

n" 


—  r.   --«  P  -  2-^  ni^^S  P  est  au  plus 


p=n  ^         p=n 

}       log  p  ='V'(n),  donc,  d'après  la  première  asser- 

p=n 

tion  du  lemme  précédent,  au  plus  du  même  ordre  que 

n.  De  cette  façon  on  obtient  que  )    ^f  ^  est 

r^^^      P 

p=sn 
égal  à  n 

h=2 

à  un  terme  borné  près .  Cn  a  pour  tout  entier  h  =  2 
log  h  =  h  log  h  -  (h-1)  log  (h-1)  -  (h-1)  log(l+  ^), 

où  le  dernier  terme  est  borné  d'après  la  remarque, 
faite  dans  l'introduction.  Par  conséquent 


-n-  1°S  '^'-  =  ïï 
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log  h  est  approximativement  égal  à  n  log  n  et 

1=2 
la  différence  est  tout  au  plus  du  même  ordre  que 

n.  Il  s'ensuit  que  /    ^^  P  est  approximative- 


p=n   P 


ment  égal  à  log  n  et  la  différence  est  bornée. 
LEMME  4: 

1        ">"    /. N/.__  X 


Tlèg^^    (logp)(logf)-.0, 
p— X 
si  X  croît  indéfiniment. 

DÉMONSTRATION .  Soit  £  un  nombre  positif.  On  a 

X       1 
log  --  <  log  —  pour  p  >  £x,  de  sorte  que  l'expres- 

p         c 

sion  en  question  est  au  plus  égale  à 
X  log  X  ^^  (logp)(log  x)  + 

+  5rwif  Ç  (iogp)(iogi) 

^   p=x 

^M±2Sl^M2Û.    ^  <  cj.  +  ^) 
X    ^   X    log  X  ^  ^\^  ^  log  X  J  ' 

où  c  est,  d'après  la  première  assertion  du  lemme 

3,  égal  à  une  constante  absolue»  Quand  6  tend 

vers  zéro  assez  lentement  pourque 

loc  i 

^  £  tende  vers  zéro,  nous  obtenons  le  résultat 

log  X 

demandé .  

LEMME  3:  ^  .^^  ^  ^ log  p->0  pour  x-^  co  ; 

x  log  x  p<x<  ^ 

la  somme  étant  étendue  aux  nombres  premiers  p  et 
aux  nombres  naturels  oc  tels  que  p*^  ^  x. 
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DÉMONSTRATION :  La  somme  figurant  dans  l'expression 

est  égale  à 

^(x)  +^(vx)  +^(^^)  +  ...  +^(v^), 

où  k  désigne  l'entier  le  plus  grand  tel  que  2^  =  x, 

donc  k  =  fog  p'-  ^  somme  est  donc  au  plus 

^{x)    +  kT^'(v^)  et  chacun  de  ces  termes,  divisé 

par  x  log  X,  tend  vers  zéro,  si  x  croît  indéfiniment. 

LEMME  6;  

y~   f(m)  =  (log  x)'^(x)  +  2  1 d-i^)    log  p  +  o(x  log  : 

m=x  p=v^   ^ 

le  dernier  terme  désigne  une  fonction  de  x  qui, 

après  division  par  x-log  x,  tend  vers  zéro  si  x 

croît  indéfiniment. 

En  général  o(g(x))  désigne  une  fonction  de  x  telle 

que  ^^^>^( '    tende  vers  zéro  si  x  croît  indéfiniment. 

DÉMONSTRATION:  Il  suit  du  lemme  2  que 

(3)  2Z  f(m)  =  log^x  +  >__{-log^p  +  21og  X  log  p]  + 

m^x  p^^x^  -^ 

+  2  ?  (log  p)(log  q). 

p^q^^x 
p<q 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  dans  le  membre 

de  droite.  La  contribution  des  termes  avec a  =  2 

est  au  plus 


2  log  X  ^         1  =  2  log^x  {  Vx  +  \/x  +    ...   +    V  x}, 
p'^ëx  ^ 

aè2 

où  k  désigne  le  plus  grand  entier  tel  que  2  =  x. 
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de  sorte  que  cette  contribution  est  au  plus 

2  Vx  k  log^x  ^  1^2   l^S-^^  =  °(^  1°S  x)  ■ 

La  contribution  des  termes  avec  a  =  1  est  égale  à 

ZZ  {~log  p  +  21og  X  log  pj  =  (log  x)  ZZ  log  p  + 
p=x  '^  p^x 

+  ZZ  (l<=>g  P)(log  ~)  =  (log  x)/0'(x)  +  o(x  log  x) 
pèx  P 

d'après  le  lemme  4 .  Par  conséquent  le  premier 

terme  dans  le  membre  de  droite  de  (3)  est  égal  à 

(log  x)^(x)  +  o(x  log  x)  . 

Considérons  finalement  le  second  terme  de  ce 

membre .  La  contribution  dei3  termes  avec  /3  >  2  et 

oc  ^  1  est  d'après  le  lemme  précédent  (appliqué 

avec  —«au  lieu  de  x)  égale  à 
q'^ 

o  m  (log  q)  ^  log  X  =  o(x  log  x)]^^^^; 

S  ^2 
la  dernière  somme  étant  étendue  à  tous  les  nombres 
premiers  q  et  à  tous  les  entiers  /ô  =  2  est  conver- 
gente en  vertu  de 

Par  conséquent  la  contribution  des  termes  avec 
.,^  =  2  (et  également  celle  des  termes  avec  oc  =  2) 
est  égale  à  o(x  log  x) ^  de  sorte  que  le  second 
terme  dans  le  membre  de  droite  de  (5)  est  égal  à 

2  ZZZ  (log  p)(log  q)  +  o(x  log  x) 
pq=x 

Le  "premier  terme  est  égal  à 
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7        (log  p)(log  q)    -   > log  p 

pq=x  p=\/x 

=  ZZ    (log  p)(log  q)   +Z__   (log  p)(log  q)    - 

pèVi  q=V5c 

pq=x  pq=x 

-  Z_   (log  p)(log  q)    -  Çl    logS 
p=v5E  p='/x 

q^V3E 

=  ZH    (log  v)^{^)    +  Çl    (log  q)^(^)    - 

-^^(Vx)   +  o(Vx  log^x) 

=  2  ZZ    (log  p)^(^)   +  o(x  log  x). 
p^V5E  P 

Ainsi  nous  trouvons  que  les  deux  termes  dans  le 

membre  de  droite  de  (3)  sont  égaux  respectivement  à 

(log  x)^(x)  +  o(x  log  x)  et  2  ZZ-^(^)(log  p)  + 

p=Vx   ^ 

+  o(x  log  x), 
d'où  résulte  le  lemme. 
LEMME-7:  On  a  pour  chaque  nombre  naturel  x 

X 


d=l 


Md) 


^   1  . 


DÉMONS TRA T ION ;  En  vertu  de  (2)  nous  obtenons 

^  1  =  ZZ  ZZ  /^(d)  =  ZI  /^(<i)  Zl  1,  où  h  désigne 
m=l  d/m  ^       d=l        h 

les  multiples  positifs  =  x  de  d. 


.  lil  - 


I 


rxi 


X 


Donc  ^  1=  [fj,  d'où  1  =  Z-^/^{^)    [|] 
Par  conséquent 

a=3i 

puisque  chaque  terme  de  la  dernière  somme  est  =  1 

et  le  dernier  terme  est  égal  à  zéro.  Ainsi  nous 

trouvons     i  x   /^\ 

^  1  +  (x-1)  =  X,  d'où 


id=l  ^ 
découle  le  lemme . 
LEMME__8:  l)  Il  existe  une  constante  c-.  (pour  notre 
but  11  n'est  pas  nécessaire  de  savoir  que  c'est 
la  constante  de  Euler)  telle  que  la  fonction 

e(y)  =  ZI  ^  -  log  y  -  c. 


n=y 


n 


tende  vers  zéro  (isi  y  croît  indéfiniment),  de  ma- 
nière assez  rapide  pourque  £  (y)  log  y  tende  éga- 
lement vers  zéro. 

2)  En  outre  nous  trouverons  que 

/        log  n   1  T   2 
n%  ~-^  -  ^  log  y 

tend  vers  une  limite  finie. 

DÉMONSTRATION;  l)  Soit  z  le  plus  petit  entier  >y 

^^  ^    z-1  ^   z-l       i 

log  z  =  2r  jlog(n+l)  -  log  n}  =  2_  log(l+^) 
n=l  ^  3   n=l 
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n=l     n=i 
Comme  nous  l'avons  fait  remarquer  dans  l'introduc- 
tion, ^n  ^  ^^^  valeur  absolue  =  ^  -.,où  c  et  T 

désignent  des  nombres  positifs  convenablement 
choisis,  indépendants  de  n. 

oo 

La  contribution  à  la  somme  Y~  6  ^   des 

n 

termes  avec  2  =n<2    (où  h  désigne  un  entier 

=  O)  est  en  valeur  absolue  tout  au  plus 
ph 
( i+r^h^  puisque  le  nombre  des  termes  considérés 

est  égal  à  2  et  chaque  terme  est  en  valeur  absolue 
<     c  ' 

~  (  l+~^h'  ^^'^   conséquent 

2  I  oo  

2^  ^  n   "  ^  TrE"' 
n=z         h  2 

étendue  aux  entiers  h  tels  que  2    >  z .  La  somme  de 

2^ 
la  progression  géométrique  est  _^  ,  fois  le  pre- 
mier terme  qui  a  l'ordre  de  grandeur  de  — ,    donc 

1  z^ 

l'ordre  de  grandeur  de  — . 

Par  conséquent         ^ 

oo 

(log  y)  ZZ  <^  "^  ^  P°^^  y  ->  00  . 
n=z    ^ 
"^  z-1 

De  cette  manière  nous  trouvons  que  ^       S      est 

n=l   ^ 

approximativement  égale  à 

oo 

1   n=l   " 
et  que  la  différence,  multipliée  par  log  y,  tend 


z-1 
i  log^z  =  I  ZI  {log^(n+l)  -  log^n} 


„    *z;(^"^-°*^*i7*^*"} 
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vers  zéro  pour  y  ->  oo  .  Ainsi  nous  avons  démontré  1. 

2)  Pour  la  démonstration  de  la  deuxième 

assertion  nous  remplaçons  de  nouveau  log  (n+l) 

par  log  n  +  —  +  cT   et  nous  obtenons 
•^     °     n     n 

z-1 

z: 

n=l 

^glo^^^S^f,e   ...  .^^ 
n=l 

Puisque  à     a  tout  au  plus  l'ordre  de  gran- 
deur de  "[t-r-  s   où  V  est  positif,  la  dernière 

somme  se  transforme  en  une  série  convergente,  si 
z  est  remplacé  par  oo .   Si  nous  désignons  la  somme 
de  cette  série  convergente  par  Cp,  nous  obtenons 
que  Z  i^  +  cg  -  i  log^z, 

donc  aussi 

tend  vers  zéro  pour  y  — >  oo  . 

LEMME  9:  Si  Z (n)    désigne  le  nombre  des  diviseurs 

de  n,  on  a 

21  -^r^  =  ^   log^  y  +  c  log  y  +  c.  +  o(l), 
n— y   ii     £;  j  1- 

où  C-.   et  Ck  sont  des  constantes  absolues  convena- 
blement choisies;  o(l)  désigne  ici  une  fonction 
de  y  qui  tend  vers  zéro^  si  y  croît  indéfiniment. 
DÉMONSTRATION:  Puisque  V  {n)    est  égal  au  nombre 
des  paires  de  nombres  naturels  a  et  b  tels  que 
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ab=n,  la  Gomme  /   — ^2J-  est  égale  à  la  somme  ?  -^  5 

étendue  aux  nombres  naturels  a  et  b  tels  que  ab  =  y. 

Évaluons  d'abord  la  contribution  des  paires  a  et 
b  avec  a  ^  Vy.  Cette  contribution  est  augmentée  de 
la  contribution  (égale)  des  paires  a  et  b  avec 
b  =  V^j  et  le  résultat  obtenu  doit  être  diminué  de 
la  contribution  des  paires  a  et  b  tels  que  a  ^  \/y 
et  b  ^  Vy. 

Appliquons  le  lemme  précédent.  La  contribution 
des  paires  a  et  b  tels  que  a  =  \/y  peut  être  écrite 
sous  la  forme 

a 


=  (log  y)   .^  i  -  Z]  iSp    +  c^  ZI  i  + 

=  (log  y)  /log  Vy  +  C-^  +  o(^^i-y)j. 

-|i  log^Vy  +  c^  +  o(l)|    +  c^llog  \/y  +  c-j^  +  o(l)|   + 

+  o(^^^|-y).(log  V^)    =  I  log^y  +  cg   log  y  4-  c^  +  0(1). 

Dans  ce  raisonnement  Cp-j  Cr   et  c^  désignent  des  con- 
stantes absolues,  convenablement  choisies. 

Finalement  la  contribution  des  termes  avec 
a  =  V^  et  b  =  \/y  est  d'après  le  lemme  précédent 


-  18  - 
égale  à 

=  •f  log  y  +  c^  log  y  +  o^  +  £  (\/y)  |  2  logVy  +  2  o^^  + 

+  £ (Vy)  ] 

12  2  -' 

=^  îf  log  y  +  c^   log  y  +  c^  +  o(l)  . 

Ainsi  nous  avons  démontré  le  letnme  en  vertu  de 


LEHME^lO'i  On  a 

log  f  = 

o(log 

x) 

• 

DÉMONSTRATION: 

D'après 

le  lemme 

8 

le 

membre 

de 

gauche  de  l'assertion  est  égal  à 

•^  =■  d  ^ 

=  Z  l  Z/.(d) .  0,  z  .4^ .  Z  4^  e(|); 

max   d/m  d^         d^x 

(nous  avons  posé  dn=m)  .  Le  premier  terme  est  en 
vertu  de  (2)  égal  à  1  et  le  second  terme  est 
d'après  le  lemme  7  en  valeur  absolue  =|c,|  , 
de  sorte  qu'il  suffit  de  démontrer 
Z:|  l£(f)|=o(106x) 

Posons  Y  =  x'  .  ou  l'exposant  /<1  dépend  de  x  et 
tend  vers  1  assez  lentement  pourque  x  ^  croisse 
indéfiniment . avec  x.  Pour  les  nombres  d  ^  y  on  a 
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^  =  X  '' ,  de  sorte  que  ^{-r)    tend  vers  zéro  et  que 
la  contribution  de  ces  nombres  d  est  égale  à 

o  z__  H  =  o(log  x) . 
d^x  ^ 

La  contribution  des  nombres  d  tels  que  y  <  d  =  x 

possède  tout  au  plus  l'ordre  de  grandeur  de 

y<d  ^  X  ^ 
et  cette  somme  est  d'après  la  première  partie  du 
lemme  8  (appliquée  deux  fois,  la  second  fois  avec 
X  au  lieu  de  y)  approximativement  égale  à 

log  X  -  log  y  =  (1-yo)  log  X  de  telle  façon  que 

2-1  ' 
-g-  -  (1-  p)  log  X  tende  vers  zéro.  Ainsi  on 

y<  d=x 

obtient  le  résultat  voulu,  puisque  I-p    tend  vers 

zéro . 

LEMME  11: On  a  pour  chaque  nombre  naturel  k 

Zl/^Cci)  ^(|)  =  1. 

d/k        ^ 

DÉMONS'I'RATIONi  Eti   vertu  de  r(m)  =  y"       1   le  membre 

d-^jm 

de  gauche  de  l'assertion  peut  être  écrit  sous  la 

forme  ^^ 

La  contribution  des  diviseurs  d-,  <  k  de  k  s'annule 
d'après  (2)  et  la  contribution  du  diviseur  k  est 
égale  à  1. 
LEMME  12:   Oii  a  ^  ^^^^  log^  ^  =  2  log  x  +  o(lcs'  x)  . 
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DÉMONSTRATION;  D'après  le  lemme  9  (appliqué  avec 
y  =  ^)  le  membre  de  gauche  de  la  formule  à  dé- 
montrer peut  s'écrire  sous  la  forme 


■n-d 


(Voir  la  remarque  à  p.  32).  D'après  les  lemmes 
11  et  7  le  premier  terme  égale  U  +  o(log  x) ,  où 

U  =  2  7~  ■/^(^)   y  ^l»^) 


d=x         <x 


donc  (posons  k  =  md) 


k^x  '"  d/k 
=  2 


/      T-     d'après  le  lemme  10 


k=x 

=  2  log  X  +  o(log  x)  d'après  le  lemme  8. 

Après  ces  considérations  préliminaires  nous 
passons  à  la  démonstration  de  la  formule  de 
Selberg: 

^  +  5rWl?  5^(f^  l.g  P  -*  2  pour  X  -.  co 

D'après  le  lemme  6  le  membre  de  gauche  possède 
à  un  terme  près  qui  tend  pour  x  ->  00  vers  zéro. 


la  valeur  — =r-= 7   f  (m)  . 

X  log  X  Az-       V  '  • 

^    m=x 

Le  problème  est  donc  de  démontrer  que  cette 
expression  tend  vers  2.  On  a  d'après  la 
définition  de  la  fonction  f(m) 
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21  f  (m)  =  ZI.  Z  A  (d)  =  Z  X  (d)  Z  1. 

m=x        m=x  d / m         d=x        h 

où  h  désigne  les  multiples  =  x  de  d.  Par  conséquent 
^  1  est  égal/  à  4,  à  un  terme  près  qui  possède  une 
valeur  absolue  =  1 .  La  somme  ^   f(ni)  est  donc 
approximativement  égale  à     ~ 

X  ./  — ^  =  "^  4-  ^d    ^^6  d 
d=x  d=x 

=  2  X  log  X  +  o(x  log  x) 

d'après  le  lemme  précédent,  et  l'erreur  commise  est 

au  plus  du  même  ordre  de  grandeur  que 

d^x  d^x      ^ 

de  sorte  qu'il  suffit  de  démontrer  que  cette  somme 
est  égale  à  o(x  log  x) . 

Cela  est  très  simple.  La  contribution  des  ter- 
mes tels  que  -rrrr  <  d  =  -^,  où  k  désigne  un 

•>  2  X 

entier  =  0,  est  au  plus   (k+1)  -rr,  puisque 

2^ 

le  nombre  des  termes  est  au  plus  égal  à  -tt  et 

2  .^ 

que  chaque  terme  est  =  (k+l)  ,  Par  conséquent  la 

somme  considérée  est  inférieure  à 

k=0   2        k=0   2 
donc  au  plus  de  l'ordre  de  x. 

De  cette  manière  la  relation  fondamentale  de 
Selberg  est  démontrée. 
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APPLICATION  DE  LA  FORMULE  DE  SELBERG. 

Dans  la  partie  suivante  de  cette  étude  nous 
emploierons  en  premier  lieu  la  formule  de  Selberg 

X     X  log  X  p^^.-    p 
en  outre  la  formule 

___± —  y     -'•^S  P  __►  1    pour  X  ->  oo 
log  X  4^-   p  ^ 

^         p=x   ^ 

(démontrée  dans  la  remarque  adjointe  au  lemme  3) 

et  finalement  le  fait,  démontré  dans  le  même 

lemme^  que  ^"^^  possède  pour  x  >  2  une  limite 

inférieure  positive. 

Nous  obtiendrons  même  le  résultat  suivant, 
qui  est  plus  général  que  le  théorème  fondamental  de 
la  théorie  des  nombres  premiers,  savoir: 

Considérons  une  suite  de  nombres  p^^p^, ..., 
tous  ^  1  telle  que  la  somme 

/^  (x)  =  z_  log  p, 
pèx 

étendue  à  tous  les  nombres  p  ^  x  figurant  dans 

la  suite  P-,,Pp,  ...,  possède  les  propriétés 

(4)  â^  ^         2     21  ^ (f)  log  P-^  2  pour 

X       X  ±Ok,  x   ^:<Wy      p 

P"^^  X-^  OÔ, 

et 

(5)  lim  inf  ^  ^^)  >0 

X  —00       ^ 

et  que 

(6)  .r-i—  y~     i^^-^ -^  1  pour  X -*  oo 

^   '     log  X   -^^      D  ^ 

*^     p^x 
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Alors  on  a  ■'^•^^ — >1  pour  x — >  oo  . 

Strict 3ment  la  condition  (6)  est  superflue, 
puisqu'on  peut  démontrer  que  (6)  est  conséquence 
de  {^) y    mais  pour  obtenir  ce  résultat  un  raisonne- 
ment long  et ^compliqué  est  nécessaire.  C'est  la 
raison  pour,  laquelle  nous  préférons  admettre 
également  (6) . 

Dans  3a  suite  nous  aurons  seulement  le  droit 
d'utiliser  les  relations  (4),  (5)  et  (6)  et  le  fait 
que  les  nombres  p  sont  tous  =1,  donc  log  p  =  0.  Un 
trait  remarquable  de  la  démonstration  suivante  est 
qu'elle  est  directe  et  que  la  condition  (5)  est 

seulement  employé  dans  la  toute  dernière  phrase. 

/•  s  ^f  x^ 

La  formule  (4)  de  Selberg  nous  apprend  que   j*  f 

est  borné  5  de  sorte  que  les  limites 


que  les  limites 

"^(^)  Pt  A  =  lim  inf   ^(^) 


A  =  lim  sup.   j*  '    et  a  =  lim  inf. 
x-voo  x-»oo 

existent .  On  a  0  <  a  ^  A .  La  formule  "^^"^^  —^1 
veut  dire  que  a  =  A  =  1. 

Commençons  avec  le  résultat  partiel  suivant: 
LBMME  13:  On  a  A+a  =  2. 

DÉMONSTRATION:  Il  est  possible  de  faire  croître  x 
indéfiniment  de  telle  façon  que  — ^— ^  tende  vers  A. 
Si  S   désigne  un  nombre  positif  fixe,  on  a 
/>9' (^)  >  (a-ûT)  --  pour  chaque  nombre  x  suffisament 
grand  et  pour  chaque  nombre  p  =  Vx^  donc 

Le  dernier  terme  tend  vers  a-<f  en  vertu  de  (6),  de 
sorte  que  la  formule  de  Selberg  nous  apprend 
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A  +  a  -  <î  =  2.  Ceci  est  valable  pour  chaque 
nombre  6   positif  fixe,  donc  A  +  a  =  2. 

Si  l'on  change  A  et  a  dans  ce  raisonnement 
et  on  remplace  cî^  par  -J  et  le  signe  >  par  <  , 
on  trouve  A  +  a  =  2^  donc  A  +  a  =  2. 

Dans  le  reste  de  ce  raisonnement  x  croît  in- 
définiment de  telle  façon  que  — ^^  tend  vers  A, 
et  le  nombre  c   désigne  un  nombre  positif  fixe. 
LEMME  l4:  Pour  chaque  nombre  fixe  A  >  a  on  a 

log  X  Z — ,   p        ' 
si  X   est  étendu  aux  nombres  p  =  x  tels  que 

^p'    P 

REMARQUE:  Le  lemme  12  est  un  théorème  de  compen- 
sation: si/^(x)  est  grand,  .^  (—)  est  petit 
pour "presque"  chaque  nombre  p  =  x, 
DÉMONSTRATION:  On  a 
x>         "■" 


^  (x)  log  P  =  2. i^s  P  log  q 

p=x    ^  pq=x 


^  S  '^^t^  ''^  "^   ^  a?S  -"-(ïï)  ^°S  q  -  (.21  log  p) 

p-Vx  q-.x    q  p^,,^3^ 

^   ._  '^(—'1  log  p  ~  (^('^-'x))  ,  où  p  et  q 


=  2 

p=  V'X 


sont  des  éloiTicnt.s  ne  la  suite  p-,  ,  pp,  .  .  . 
Le  dernier^  torine  possède  au  plus  l'ordre  x  en 
vertu  de  la  forniule  de  Selberg  (appliquée  avec 
\^  au  lieu  de  x)  . 
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Par  conséquent  on  peut  écrire  la  formule  de  Sel- 
berg  aussi  sous  la  forme 

p=x  t 

Si  —  est  supérieur  à  une  valeur  u  convenablement 

P 
choisie  dépendant  de  J  ,  on  a^S-C—)  >  (a-J)  ~. 

^P  P 

Il  existe  un  nombre  positif  b  dépendant  de  u,  donc 

de  J  ,  tel  que 

^(f)  >  (a-<5)  |.  b 

pour  tous  les  p  tels  que  ^  =  u.  Ainsi  nous  trouvons 

la  dernière  inégalité  pour  tout  p  ^  x.    

Si  l'on  partage  la  somme  ^-  e  n/      et  /  ^  j  on 
obtient 


-b  ^  log 


p=x 

è  (a-J)  x2:i^+  (A. a)  xZi^-b^(xy. 

p=x   ^  ^     ^ 

Si  l'on  substitue  *>e  résultat  dans  la  formule  de 

Selberg;,  on  obtient 

A  +  a  -  ^  MA  -a)  ixm  sup  ^  Z,^  =  ^' 

donc,  en  -«^ertu  de  A  +  a  =  2j 

(A  -a)  llm  s-ap  ^^-^  T"  i2|_E  <  S  , 

d'où  suit  le  lemme..  puisque  A -a  >  0  et  J  est  un 

nombre  arbitraire  positif. 

LEMf4E  13;   On  a  pour  tout  nombre   fixe  yU.  <  A 
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1 ^   log  P   log  g 

P   Z — r,  n    *    n 


log  X 


K  ^—^        P   *   ^ 


0, 


si  /  j  est  étendu  aux  paires  de  nombres  p  et  q, 
figurant  dans  la  suite  p-,,Pp,  ...,  tels  que 

p  ^  V^3   q  ^1^3  .-^-C-^)  è^ 

REMARQUE :  Le  théorème  15  est  un  théorème  de 
double  compensation,  SI  -^  (x)  est  grand,  /^^  (— ) 
est  petit  (d'après  le  lemme  précédent)  pour 
"presque"  tout  nombre  p  =  x,  et /^(-^)  est 
grand  pour"presque"  chaque  paire  de  nombres 
p  èV^  et  q  ^y^. 

DÉMONSTRATION  :  SI  l'on  remplace  dans  la  formule 
de  Selberg  x  par  —,  on  obtient 

^(L)    =.  2x    ,X) 2_  .7^^(JL)  log  q, 

P     P     P    loe  -  oiiTl   P^ 

^  p   ^  *'  p 

La  substitution  de  ce  résultat  dans  la  formule  de 

Selberg  fournit 

2x  "S""  r^.  /in1  log  p  .    W 


^(x)  =  2x  +  o(x)  -  ^  Z:  (2+0(1)}  ^  + 


■og  X  <7fI    ^   J    p      log  X 

^     P=VX  >     t-  & 


ou 


P=vx|  q=i/^.  log  ^    P^ 

En  vertu  de  (6)  on  trouve 

ZI  i^-i  =  I  log  X  +  o(log  x),  donc^^(x)=-.T^^\lo(x) 
Dans  chaque  terme  de  la  somme  V  on  a 

p  ^  Vx  et  q  =y^,  donc  pq  =  p^Cpq  )^  =  x^. 
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de  sorte  qu'on  a  -9-(~^)  <  (A+ J)  ^, 

si  X  est  suffisamment  grand.  Si  l'on  partage  la  somme 

V  en  deux  sommes  Z_j.  et  Z.^  ,   on  trouve  donc 


'    logp 


•  -'^^ — 2    ,        X       D        *        a 


log  ^       p 

=  {A+^)xW  -   (A4-J./a)xZ.    -^   .  ^   .  ^: 

log  -  ^  ^ 

où 

"fe-pV|logf         p         '        ^ 

"^      logf   •        p        ârf  ^ 

^  2Z     i^^-^  [i  +  0(1)1    en  vertu  de 


(6) 


=  -jj-  log  x  +  o(log  x) 
Ainsi  nous  obtenons 


log  p 


.i^+0(x). 
d'où      ,  ^ 

^     (A  L^T     ^°g  p     l°s_a  s  _iL_  (A+d -/^) 

log^x    -^'^^    p  ■  •    q     log  X  ^^^^     '^> 

.X  -A_los^lo£_£g    ç_.^&ixi  +  o(l). 
^   log  ^   P     ^  "^ 
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Par  conséquent 

4(A-/^)  llm  sup  -\-  ^^   iîf-£  .  i2f^  ^S. 

lOg  X  fcJ         4 

d'où  résulte  le  lemme,  puisque  A-^yU.   >  0  et  que 

S   est  un  nombre  positif  arbitraire. 
FIN  DE  LA  DÉMONSTRATION:  Soit  6"  un  nombre  positif 
quelconque  tel  que  6~a  <  A  et  soit  le  nombre 
positif  <f   si  petit  que 

(7)  A  -  acr  è  ^^6"  +  26 
Considérons  la  somme 

S  ="y"   ^Qg  P    l*g  g  "T~   log  r 
Z-3    p    *   q  l—M  r 

X  ^   est  étendu  aux  paires  des  nombres  p  et  q, 
figurant  dans  la  suite  p-.,Pp,  ...  tels  que 

p  g  VS;   q  â  vf  J   pq  à  N;  '^(i)  2  (A-  J  )^, 

OÙ  N  désigne  un  nombre  naturel  fixe  quelconque; 
/  ^   est  étendu  aux  nombres  r  figurant  dans  la 
suite  p-,,  Pp,  .  .  .  tels  que  ^<  r  =  C^pq. 
Si  S  ^  1,    la  somme  x  ^   est  naturellement  égale  à 
zéro . 

Cn  a  pour  chaque  terme  figurant  dans  /^^ 

r  =  5-pq  =  6-p^  (pq  )^  =  6"  x"*  x^  =ex^  =  x 
si  X  est  suffisamment  grand. 

Si  X  est  suffisamment  grand,  t«us  les  termes 
de  /  j^      satisfont  à  l'inégalité 

(8)  .^(|)  è  (a+cf)  f. 

Cette  inégalité  est  évidente  pour  les  termes 
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•< 


avec  r  =  pq,  car  alors  on  a 


en  vertu  de  ( 7) . 

Considérons  maintenant  les  termes  avec  r  >  pq. 

Si  l'on  pose  —  =  u  et  —  =  v,  on  obtient  u  <  v  ^  (5"  u. 
^  r        pq    ' 

Si  l'on  remplace  dans  la  formule  de  Selberg 

(log  x)  -9-  (x)  +2  ^H'^Cl")  log  p  =  2x  log  X  + 

P=^^  +  o(x.log  x) 

X  par  V  et  par  u^  on  obtient  par  soustraction 
(log  v)  /^ (v)  -  (log  u)  ^ (u)  =  2v  log  V  -  2u  log  u  + 

+  o(u  log  u) 3 
donc 
^(u)  £  ^-^(v)  -  2(v-u)  +  2v  ^°^  1,1  1°^   "  + 

+  o(u) . 

Dans  le  deuxième  membre  le  premier  terme  est  au 
moins  '-S-(v)  ^  (A- 6  )v  et  le  troisième  terme  est 
o(u) ,  donc 

a9-(u)  =  (A-cr)v  -  2(v-u)  +  o(u)  ==  2u  -  (2  -  A  +cf  )v  + 

+  c(u) 
S  =  2u  -  (a+cr)(5u  +  o(u)  =  (a+2cr)u  +  o(u) 
en  vertu  de  A+a  =  2  et  de  (7) . 
Ainsi  on  trouve,  si  x  est  suffisamment  grand, 

de  sorte  que  (8)  est  valable  pour  chaque  terme  de 
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Par  conséquent       

o  ^  T~^     log  r  y~         log  P  log  g 
-  i^ r   ^^—5  .    p      q  ^ 

h./,     est  étendu  aux  paires  p  et  q  telles  que 


ou 


p  ^  -VIE;   q  ^\/^;      -^  pq  <<^r. 
Ainsi  on  obtient 

Z,     i2S^    i^  ê  f  ZZ    log  P   ZZI    1°S  q 

pS  Vx  g-r 

^       P 

=  I  zi:  (log  P) -S- (^) 

.   p^  Vx  ^ 

■^  pè  Vx   p      ^ 
Dans  ce  raisonnement  c^  et  Dp  désignent  des  con- 
stantes positives  convenablement  choisies. 
Par  conséquent 

S  =  c^  log  X  ^       log  r   _/T 2^\ 

d'après  le  lemme  l4. 
Introduisons-  maintenant  la  somme 

T  =  >^        _       log  P   log  q 

X 


p^  v^i  q^^^p  pqm     p     ^ 

qui  est  au  moins  égale  à 

^  log  P  ^  ;:^     log  g 

Vlèpé  Vx   P    '    \mq^  ^   *^ 
Chacun  de  ces  deux  facteurs  a^  d'après  (6)^ 
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ordre  de  grandeur  de  log  x,  donc 

T  >  c^  log  X,  ' 
où  c,  est  un   nombre  positif  indépendent  de  x. 
Si  l'on  pose 

T  ^T  log  P   i£g_a+T'  i£S«£   i£ê«i,  où 
^3   P   *   Cl    ^3   P   *  .  q 

chaque  terme  de  la  dernière  somme  satisfait  à 

de  sorte  que  le  lemme  15  nous  apprend  que  cette 
somme  est  égale  à  o(log  x) .  De  cette  manière  nous 

trouvons  y      log  p       log  q  ^_  1  >     locr^v 
'^—z    "~p        •        q      >2  ^3  -^^S  ^^ 

si  X  est  suffisamment  grand. 

Pour  une  valeur  fixe  de  x  on  considère  les 

paires  p  et  q  figurant  dans  la  somme  x  -  pour  les- 

^^  ^  prend  la  valeur  minimum  /^  ,   oiX/U 

dépend  alors  de  x  seul. 

'^'^^  s  â^Za  ^  i^  >|^=3  l°g^^- 

En  comparant  ce  résultat  à  (9)>  nous  obtenons 

(10)  /-=Z;. -i£|-£-^o. 

Par  conséquent  à  tout  nombre  positif  £  et  à  tout 
nombre  naturel  N  correspond  un  nombre  t  =  pq  =  N 
tel  que     "^       log  r   ^ 
^<r ^et   ^ 

donc        -,  

"êT     t-^— log  r  <  E     , 

^^     ^<r  set 


d'où  /5L(&  t)    --^-Cl)   <  £<?  t 
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SI  N,  donc  aussi  t  est  suffisamment  grande  on  a 

^  (6-  t)  >  (a-  e)  6-t  et  .-^(|)  <  (A+ e  )  ^ 
donc  (a-  Ê  )6- J^  <  s© 


•e- 


Cette  inégalité  vaut  pour  chaque  nombre  positif 

o 
S  j    d'où  suit  a  6   -  A  =  0. 

Ainsi  chaque  nombre  positif  (5  tel  que  ae  <c  A 
satisfait  aussi  à  l'inégalité  a.  o       ^  A.  Ce  résul- 
tat ne  fournit  rien  de  nouveau;,  si  a  =  •,  mais 
appliquons  maintenant  le  fait  que  lim  inf  ^   ^^^ 


X 

est  positif,  c'est-à-dire  que  a  est  positif. 

A      N  .^  /-    2    A 

Chaque  nombre  c<—  possède  la  propriété  e   <  — . 

Si  e  tend  veis  ~,  on  obtient  (~)^^  -,  donc 
n  a  a     a 

—  è  1^  d'où  suit  A  =  a  =  Ij  en  vertu  de  a  <  A  et 
a  "" 

A  +  a  =  2. 

Remarque   (Voir  la  première  formule  à  p.  20). 
En  effet,  appliquons  le  lemme  8.  La  contribution 
au  dernier  terme  des  valeurs  ^  -r-^ —  de  d  est  en 

vertu  de  ^  ^  log  x  égale  à 

^ —  1 
o  ^^  ^  -^  =  o{log  x)  et  la  contribution  dés  autres 

valeurs  de  d  est  au  plus  de  l^ordre 


z 


•''5;  <  ^  =  ^ 

J.OgX 


I  =  log  X  -  log  j^   +  o(lo6  x)  = 


=  o(log  x) . 
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